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Sprawdzanie |l zasady dynamiki
Newtona dla ruchu obrotowego
bryt

Wymagania do éwiczenia

1.

Wielkosci charakteryzujace kinematyke i dynamike ruchu postepowego i obrotowego bryty sztywne;.

2. Zasady dynamiki Newtona dla ruchu postepowego i obrotowego bryty sztywne;j.
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Przyktadowe pytania

1.

2
3.
4

10.

Jak definiuje sie bryte sztywng i jakie wtasciwosci fizyczne ja charakteryzujg?

Na czym polega réznica miedzy ruchem postepowym a ruchem obrotowym bryty sztywnej?

Jak definiujemy predkos¢ katowa i przyspieszenie katowe w ruchu obrotowym?

Czym rozni sie predkosé liniowa punktu w bryle sztywnej od jego predkosci katowej? Dlaczego
w ruchu obrotowym bryty sztywnej wszystkie jej punkty majg te sama predkosé katowa, ale réznag
liniowg?

Co to jest moment pedu i jak rézni sie od pedu liniowego?

Jak wyznacza sie moment sity wzgledem wybranej osi obrotu? Podaj jego definicje wektorowa oraz
regute okreslajgca jego zwrot?

Jak brzmi Il zasada dynamiki Newtona dla ruchu postepowego i obrotowego bryty sztywnej?

Czym jest moment bezwtadnosci i od czego zalezy jego wartos¢ dla danej bryty?

Jakie sg analogie miedzy wielko$ciami opisujgcymi ruch postepowy i obrotowy?

Wyjasnij twierdzenia Steinera. Jakie warunki muszg by¢ spetnione, aby mozna byto zastosowac

twierdzenie Steinera?
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11. Jaka jest zasada pomiaru z uzyciem suwmiarki?

12. Na czym polega metoda najmniejszych kwadratow?

13. Wyjasnij zasade wyznaczania momentu bezwtadnosci bryty sztywnej przy uzyciu wahadta Oberbecka.
14. Jak okreslamy niepewnos¢ pomiaru przyrzgdem z wyswietlaczem cyfrowym?

15. Na czym polega prawo przenoszenia niepewnosci?

16. Co to jest cyfra znaczaca? Podaj zasady poprawnego zaokraglania wynikéw pomiardéw.

Przyrzady pomiarowe

Suwmiarka, gotowy zestaw pomiarowy do pomiaru czasu opadania masy m.
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WPROWADZENIE DO TEMATYKI CWICZENIA

\ 1/
~ 7’
7’ ~
Ruch obrotowy symetrycznej bryty sztywnej wokot
nieruchomej osi
Bryta sztywng nazywamy uktad nieskoriczenie wielu punktow
¢ materialnych przy czym wzajemna odlegtosc r;; kazdych dwoch dowolnych
N punktéw nie ulega zmianie niezaleznie od wartosci dziatajgcych sit. Inaczej,
= rl
” fs 0 kawatek ciata statego, ktéry nie ulega odksztatceniu pod wptywem dowolnie

duzej sity, nazywamy brytg sztywna. Zatézmy, ze na bryte sztywna dziatajg sity

ﬁl, ﬁz, ﬁ3 lezace w ptaszczyznie rysunku. Tylko sity ﬁl, ﬁz beda powodowad

obrét bryty wokoét osi prostopadtej do ptaszczyzny rysunku i przechodzace;j

przez punkt O . Sita 133 spowoduje ruch postepowy bryty sztywnej. Ruch obrotowy bryty sztywnej

spowodowany jest momentem sity zaleznym od wartosci przytozonej sity i ramienia dziatania sity. Wartosci
momentow sit ﬁl, ﬁz sg odpowiednio réwne
My = 1;Fy, My = 1,F, (1)
gdzie l;,l, sg ramionami dziatania sit ﬁl, 17"2. Ramig dziatania kazdej z sit mozna zapisac¢ jako
l1 = T'lsin<I(71, ﬁl)’ l2 = Tzsinq(Fz,ﬁz) (2)

gdzie ry, 1, - dtugosci wektoréw potozenia punktéw przytozenia sit ﬁl, ﬁz wzgledem osi obrotu.

\Fl< Wartosci momentow sit ﬁl, ﬁz bedg wiec réwne

A gl Ml = TlFlsin{(f')l, F_)l)’ M2 = rzesinq(Fz,ﬁz) (3)
o Moment sity jest wielkoscig wektorowg, z ostatnich réwnan wynika, ze
M3 =0

mozna go zdefiniowacd jako

.;m
v lo
o

M=#%xF (4)
Wektor momentu sity jest wektorem prostopadtym do ptaszczyzny
utworzonej przez wektory 7, F. Jego zwrot jest okreslony z wykorzystaniem reguty sruby prawoskretne;.
Wektor momentu sity Ml jest zwrécony przed ptaszczyzne rysunku, wektor momentu sity IWZ - zwrécony za

ptaszczyzne rysunku. Symbolicznie zaznaczono obydwa te wektory na rysunku. Wektor momentu sity ﬁ3 jest

réwny zeru, co wynika z faktu, ze %(7, F3) = 0.
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Ruch postepowy bryty sztywnej mozna opisac tak jak ruch punktu materialnego, bowiem wszystkie jej

punkty maja taka sama predkos¢, przyspieszenie i przemieszczenie. W przypadku ruchu obrotowego
N wokét nieruchomej osi wszystkie punkty bryty sztywnej poruszajg sie w
¢ ptaszczyznach rownolegtych i zakreslajg okregi o réznych promieniach.
Srodki tych okregéw lezag na jednej prostej — osi obrotu. Predko$é katowa

dowolnego punktu bryty sztywnej mozemy powiagzac z jego predkoscia liniowa

<

=y

171' - (._L)) X Fi (5)
Predkos¢ katowa wszystkich punktow bryty sztywnej jest jednakowa. Moment

pedu pojedynczej czgstki zdefiniowany jest jako

Z =7 X ﬁ 7 X mﬁ (6)
Rdézniczkujgc ten wzér otrzymamy
dL _ dr +7 <% _ 5y b+7XFE
FriarTiad dt Lﬂ)ﬂlz L_ﬁ/ (7)

Pierwszy sktadnik w ostatnim wzorze jest iloczynem wektorowym wektorow réwnolegtych, dlatego jego
wartos¢ jest rowna zeru. Drugi sktadnik jest wektorem momentu sity. OtrzymaliSmy wyrazenie na Il zasade
dynamiki ruchu obrotowego bryty sztywnej

_dL

M= (8)
ktéra moéwi, ze moment sity dziatajacej na bryte sztywna jest rowny szybkosci zmian wektora momentu pedu.

Moment pedu uktadu N punktéw materialnych mozemy zapisac¢ w postaci
N N
Z=Zmﬁ}xf7’i =Zmi17i><(5><ﬁ-) (9)
i=1 i=1

Jesli wykorzystamy tozsamos$é a x (5 X ¢) = B(& -¢)—¢c(a- 5), to moment pedu

(@ 7)—E & (7 - 1) — 75(7; - @)] o)
m;t; X (0 X 7 m;lo (@ - 7 NGRED)
=1

1

W przypadku, gdy 7 L @

N

N
Zmi GG 7) =7 (- 0) azmm (1)

i= 7 i=

\{

gdziel = Z?’zl mirl-2 - moment bezwtadnosci uktadu punktéw materialnych. Ostatnia réwnos¢ jest réwniez

prawdziwa dla bryty sztywnej, a moment bezwtadnosci bryty sztywnej wokét danej osi obrotu wynosi

I=fr2dm (12)

14
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Obliczanie momentu bezwtadnosci dla bryt foremnych wzgledem osi symetrii jest stosunkowo proste (patrz

¢éw. 8). Znacznie trudniej jest obliczy¢ w podobny sposéb moment bezwtadnosci wzgledem kazdej innej osi,

ktdra nie jest osig symetrii. Mozna wowczas skorzystac z twierdzenia Steinera (przyjmiemy go bez dowodu):

Moment bezwtadnosci I wzgledem dowolnej osi rdwny jest sumie momentu bezwtadnosci I. wzgledem osi

rownolegtej do danej i przechodzacej przez srodek masy bryty sztywnej oraz iloczynu masy bryty i kwadratu

odlegtosci miedzy osiami a

[ =1, +ma? (13)

Po uwzglednieniu zwigzku L=I® otrzymamy |l zasade dynamiki dla ruchu obrotowego wokoét nieruchome;j

osi w postaci

dL _d(I®)  d&
T dt

M = —=
dt
gdzie € - przyspieszenie katowe.

=2 (14)

Sprawdzenie |l zasady dynamiki Newtona dla wahadta

Oberbecka

Wahadto Oberbecka sktada si¢ z krzyzaka (cztery prety symetrycznie osadzone na walcu W).

Na kazdym precie znajduje si¢ cigzarek o masie M. Polozenie tych cigzarkow mozemy zmieniac,

zmieniajac tym samym moment bezwtadnosci uktadu.

==

Na walcu W znajduja sie dwa krazki (szpule) o
réznych promieniach, na ktére nawijamy ni¢, do
ktérej na drugim koncu doczepiamy cig¢zarek
(cigzarki) o masie m. Moment sity powodujacy
obrot wahadta Oberbecka zalezy od promienia
krazka r, na ktory nawijamy ni¢ 1 od masy m
doczepionego

cigzarka. Wspotosiowo

z krazkiem osadzony jest hamulec
elektromagnetyczny, umozliwiajacy utrzymanie
uktadu w spoczynku. Po zwolnieniu hamulca
cigzarek spadajagc 1 pokonujagc droge h
dwukrotnie strumien

przecina Swietlny

fotodetektorow, powodujac wlaczenie
1 wylaczenie zegara. Pozwala to zmierzy¢ czas

potrzebny na przebycie drogi h.
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Ruch prostoliniowy ciezarka zachodzi pod wplywem wypadkowej sity grawitacji i sity naciagu nici, ruch
obrotowy jest wynikiem dziatania momentu sily naciggu nici. Spadajacy ci¢zarek wprawia w ruch
obrotowy wahadto Oberbecka (krzyzak wraz z czterema ci¢zarkami o masie M). Réwnania opisujace ruch
obrotowy wahadta o momencie bezwtadnos$ci I 1 ruch postepowy cigzarka o masie m majg postaé

-

IE=7xN
md =mg — N

(15)
gdzie ﬁjest naciggiem nici, a r jest promieniem szpuli, na ktérg nawinigeto nic.

Wektory 7 i g lezg w ptaszczyznie rysunku, a wiec wektor przyspieszenia katowego € jest prostopadty do
ptaszczyzny rysunku.

Os obrotu, a wiec i przyspieszenie katowe sg prostopadte do ptaszczyzny rysunku i zwrdécone za ptaszczyzne
rysunku. Prostoliniowy ruch masy m odbywa sie wzdtuz osi skierowanej zgodnie z wektorem g. Ostatni uktad

rownan wektorowych mozemy zapisac¢ w postaci uktadu rownan skalarnych

{ le =rN
ma=mg— N (16)

Jeslini¢ rozwija sie bez poslizgu, mozemy skorzystac z zaleznosci pomiedzy przyspieszeniem katowym € oraz

przyspieszeniem liniowym

E=5 (17)

Masa m porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym z predkoscig poczatkowa v(0) = 0, a wiec jej

przyspieszenie

2h
a = t_2 (18)
Roéwnania opisujgce ruch przyjmujag postaé
2h _ N
rt2 r
2h (19)
mt—2 =mg—N

Obliczajac z pierwszego réwnania wartos¢ sity naciggu N i wstawiajgc do drugiego, otrzymujemy réwnanie

2h 2h
mt—z =mg — IW (20)

Z ostatniego réwnania znajdziemy zaleznos$¢ czasu spadania masy m w funkcji momentu bezwtadnosci
uktadu

_ 2h 2h

t? I
g * mgr? (21)

Moment bezwtadnosci I uktadu (krzyzak wraz z czterema cigzarkami) rowny jest sumie momentow krzyzaka

I, i czterech ciezarkéw Iy,

I =1+ 1y (22)

Moment bezwtadnosci czterech ciezarkow I, zgodnie z prawem Steinera jest réwny
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Iyy = 41, + 4MR? (23)
gdzie I; jest momentem bezwtadnosci ciezarka o masie M wzgledem osi przechodzacej przez jego srodek, R
jest odlegtoscia srodka cigzkosci cigzarka od osi obrotu.
Zastepujgc odlegtos¢ ciezarka R przez odlegtosé d przeciwlegtych ciezarkéw d = 2R, obliczamy moment
bezwtadnosci krzyzaka z ciezarkami jako funkcje odlegtosci d

[=1y+4l + Md? =1, + Md?
I

(24)
gdzie I, = Iy + 41, = const.
Po uwzglednieniu tych zwigzkéw otrzymamy zalezno$é czasu spadania t? w funkcji odlegtosci pomiedzy

$rodkami walcow d?

2 2ho ol 2Mh
g ( mrz) mgr? (25)

Jak widac¢ zaleznos¢ tz(dz) jest zaleznoscig liniowa, a wiec mozemy zapisac

t? = B + Ad? (26)
gdzie A, B oznaczajg state. Stata B wynosi
p =2 1+ ICZ)
g mr (27)
i mozemy jg wyznaczy¢ jako punkt przeciecia prostej t2(d?) z osig zmiennych zaleznych (t?).
Stata
_ 2Mh
"~ mgr? (28)

jest tangensem kata nachylenia prostej t?(d?) do osi zmiennych niezaleznych (d?).
Aby wyznaczyé do$wiadczalng zalezno$é t2(d?) nalezy zmierzyé czas opadania t ciezarka o masie m
dla réznych odlegto$ci d pomiedzy $rodkami mas ciezarkéw o masie M. Otrzymany wykres funkcji t?(d?)

powinien by¢ linig prosta.
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w
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Zmierzy¢ suwmiarka srednice 2r; szpulki bez nici, a nastepnie nawina¢ ni¢ tak, aby cigzarek m znalazt
sie w gérnym potozeniu i zmierzy¢ srednice 2r, szpuli wraz z nawinieta nicia. Srednia arytmetyczna
promieniar = % jest ramieniem sity naciggu nici.

Wtaczy€ przyrzad przyciskiem Wj.

Zatozy¢ (po uzgodnieniu z prowadzgcym éwiczenie) na koncu nici mase m i maksymalnie rozsunaé
ciezarki o masie M na odlegtos¢ d od siebie, zmierzy¢é d = 2R miedzy ich Srodkami.

Zmierzyé okreslong wysokos$¢ opadania h.

Przenies¢ ciezarek o masie m w gérne potozenie (ponownie nawing¢ nic).

Wcisnac¢ wytacznik W, w celu wyzerowania wskazan miernika.

Wcisnac¢ wytacznik W, i odczytac czas t opadania masy m.

Pomiary z punktéw 5, 6, 7 powtdrzy¢ 5 razy w celu oszacowania $redniego czasu opadania.

Zmieni¢ odlegtos¢ d i powtdrzyé pomiary zgodnie z punktami 5-8. Nalezy wykonaé¢ pomiary dla

przynajmniej siedmiu réznych potozen d ciezarkéw o masie M.
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10.

11

Obliczenia

Dla kazdej odlegtosci d ciezarkéw obliczyé d?, $redni czas  oraz £2. Korzystajac z uzyskanych danych
sporzadzié¢ wykres zaleznosci t2(d?).

Metoda najmniejszych kwadratéw wyznaczyé wspétczynniki A i B prostej t? = B + Ad?, przyjmujac
jako zmienng niezalezng x = d?, a zmienng zalezng y = t2.

Metoda pozwala takze na obliczenie niepewnosci u(4) i u(B).

Wyznaczy¢ moment bezwtadnosci I, wykorzystujgc wyznaczong wartoS¢ wspétczynnika B (wzor 27)
oraz wyznaczy¢ mase walca M korzystajgc z wartosci wspotczynnika A (wzér 28).

Dla kazdej wartosci d obliczy¢ moment bezwtadnosci I wahadta Oberbecka (wzér 24).

Okresli¢ niepewnos$¢ standardowa wysokosci u(h) metoda typu B na podstawie wielkosci dziatki
elementarnej.

Oszacowa¢ niepewnos$¢ standardowg promienia szpuli u(r) metoda typu B na podstawie zakresu
2T

zmian promienia Ar = 5

Obliczy¢ metodg najmniejszych kwadratow niepewnosci standardowe wyznaczonych parametréw
prostej u(A4) i u(B).

Korzystajac z prawa przenoszenia niepewnosci wyznaczy¢ niepewnosci momentu bezwtadnosci I,

u(le) = J (Feurm)

2 2

+ (%u(r))z + (%u(B)) (29)

oraz masy M

0= Gitun) + (o) + (Gfuco)
uM) = |(S-u®) +(5-u®) +(57u@ (30)
wyznaczajgc i podajac jawne wyrazenia na pochodne.

Wyniki pomiaréw (biata czesc tabeli) i obliczen (szara cze$¢) umiescic¢ w tabeli.

. Poréwnaé podang mase walca M z masg wyznaczong z doswiadczenia. Zgodnos¢ tych mas swiadczy

0 poprawnosci przyjetego zatozenia o liniowej zaleznos$ci tz(dz). Poréwnanie wykonujemy za pomoca
metody opisanej w skrypcie Niepewnosci pomiarowe.

We wnioskach na poczatku zapisa¢ poprawnie zaokraglone ostateczne wyniki pomiarow I i M.
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Tabela pomiarowa
M | m h | r,r d d? t t t? I I, +u() | M+uM)
[kg] | [ke] | [em] | [cm]| [cm] | [cm?] [s] [s] | [l | [kg-m?] | [kg-m?] | [kg]
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