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Obliczanie niepewnosci pomiarowych w pomiarach elektrycznych
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Wprowadzenie

WPROWADZENIE

Celem ¢wiczenia jest wprowadzenie studenta w nomenklature i metodologie szacowania
niepewnos$ci pomiaréw. Po zajeciach student powinien by¢ przygotowany do samodzielnego
opracowania i interpretacji wynikéw pomiaru.

Niepewnos$¢ wynikéw pomiaru jest nierozigczng czeScig dziedziny nauki jaka jest metrologia.
Poprawne okreslenie niepewnosci pomiaru jest kluczowe dla interpretacji wynikéw, a w konsekwencji
dla wiarygodnosci badan. Mozliwe jest rowniez p6zniejsze poréwnanie wynikéw z innymi badaniami
oraz normami.

W celu lepszego zrozumienia wykorzystany zostanie przyktad urzadzenia, na ktérego wejscie moze
zosta¢ podane napiecie o warto$ci maksymalnej réownej 12 V. Pracownik laboratorium dokonat
pomiaru uktadu, w ktérym stwierdzil, Ze zmierzone napiecie w momencie pomiaru wynosito 11,5 V.
Nieznane jest jednak urzadzenie, przy pomocy ktérego dokonat pomiaru, oraz doktadno$¢ z jaka
napiecie zostato zmierzone. Oznacza to, Ze rzeczywista warto$¢ mogta waha¢ sie w granicach 11,4 -
11,6 V (doktadno$¢ pomiaru + 0,1 V) lub np. w granicach 10,5-12,5V (doktadno$¢ pomiaru + 1V).
Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku doktadno$ci + 1V, rzeczywiste napiecie podane na wejscie
urzadzenia moze by¢ wyzsze od dopuszczalnej maksymalnej warto$ci, co w konsekwencji doprowadzi
do zniszczenia urzadzenia.



Obliczanie niepewnosci pomiarowych w pomiarach elektrycznych

WSTEP TEORETYCZNY I NOMENKLATURA

BLAD CZY NIEPEWNOSC

Blad pomiaru jest to réznica pomiedzy wartoscig zmierzong a wartoscig rzeczywista. Szczeg6lnym
przypadkiem btedu pomiaru jest tzw. btqgd gruby, za ktéry uznajemy wynik znaczaco odbiegajacy od
innych pomiaréw w serii. Wsroéd btedéw wystepuja rowniez btedy przyblizenia oraz przeoczenia
(systematyczne).

Niepewnos$¢ charakteryzuje graniczne wartosSci przedziatu, wewnatrz ktérego z zadowalajgcym
prawdopodobienstwem mozna umieSci¢ warto$¢ mierzonej wielkos$ci. Jest to rozrzut wartosci, ktére
mozna w uzasadniony spos6b przypisa¢ wielko$ci mierzone;j.

Z terminem niepewno$ci pomiarowej potgczone s3 definicje dokladnosci oraz precyzji pomiaru,
czyli zaleznosci zachodzacych pomiedzy warto$cig zmierzong a wartos$cia rzeczywista. Im mniejsza jest
réznica warto$ci zmierzonej irzeczywistej, tym wieksza dokladno$¢ pomiaru. Wysoka precyzja
charakteryzuje sie matym rozrzutem warto$ci w serii pomiaréw.

Przy opracowywaniu wynikéw pomiaréw nalezy stosowac zalecenia Miedzynarodowego Komitetu
Miar wydane przez Miedzynarodowg Organizacje Normalizacyjna. Dostepna jest zar6wno wersja polska
(BIP), jak i angielska (Joint Committee for Guides in Metrology). Stosowanie ujednoliconych metod oraz
oznaczen umozliwia skuteczng weryfikacje i wymiane informacji pomiedzy instytucjami naukowymi.

ZRODLA NIEPEWNOSCI POMIAROWYCH

Powody wystepowania niepewnos$ci pomiarowych mozna podzieli¢ na trzy kategorie. Zrédiem
niepewnosci pomiarowej moze by¢ m.in.:

[.  Niepelna definicja mierzonej wielko$ci
II. Niedoktadno$¢ przyrzadéw pomiarowych
a. Rozdzielczo$¢ miernika
b. Wartosci wzorcowe
[II. Spos6b wykonania pomiaru
a. Niedoktadnos$¢ uktadu pomiarowego
b. Btedy ludzkie
c. Przyblizenia i zatozenia procedury pomiarowej
d. Losowe zakldcenia pomiaru

NAJWAZNIEJSZE POJECIA I WZORY

Blad graniczny A, - warto$¢ wyznaczajgca najwiekszy mozliwy btad wskazania w dowolnym punkcie
zakresu pomiarowego, zaktadajac prawidlowe uzycie przyrzadu. Biad graniczy okreslony jest dla
warunkow odniesienia, okre$lanych np. poprzez temperature, ci$nienie, wilgotno$¢, brak zaktocen.

Zakres pomiarowy Z - zakres, w ktérym mozliwy jest poprawny pomiar.

Klasa dokladnosci K- wskaznik liczbowy okre$lajacy doktadno$¢ miernika analogowego. Wyrazany
jest jako procentowy stosunek warto$ci btedu granicznego 44- do zakresu pomiarowego Z.
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Wstep teoretyczny i nomenklatura

Powyzsze wartosci tacza sie ze sobg w nastepujacy sposéb:

A
K:% -100% (1)
K -Z
A, = 2
9T 100% (2)

Przyrzady analogowe charakteryzuje klasa doktadno$ci wyrazona liczbowo. Im wiekszy wskaznik
klasy tym wiekszy jest mozliwy blad pomiarowy. NajczeSciej spotykane klasy doktadnosci to 0,2; 0,5; 1;
1,5; 2,5.

Bezwzgledny btad graniczny ma zawsze stalg warto$é, niezaleznie od wielko$ci mierzone;.
Wzgledny btad graniczny oblicza sie nastepujgco:

)

A
or =~ - 100% (3)

Gdzie x jest warto$ciag zmierzong. Na podstawie wzoru (3) mozna stwierdzi¢, ze zakres pomiarowy

nalezy dobrac¢ tak, aby mierzona warto$¢ znajdowata sie w gérnej potowie zakresu pomiarowego.

Procent wartosci wskazanej a - warto$¢ liczbowa okreslajaca sktadowa btedu miernika wzgledem
wartos$ci mierzone;j.

Procent zakresu b - warto$¢ liczbowa okres$lajaca sktadowa btedu miernika wzgledem zakresu
pomiarowego.

Skladnik nLSB - wskaznik okres$lajacy wielokrotno$¢ rozdzielczoSci cyfrowego przyrzadu
pomiarowego na danym zakresie pomiarowym.

Btad przyrzadu cyfrowego moze zosta¢ zapisany na dwa sposoby, z wykorzystaniem powyzszych
wartosci.

1) Procent wartosci wskazanej + procent zakresu

Blad jest suma procenta warto$ci wskazanej oraz procenta zakresu, zaleznych od wartoS$ci
wskazanej x i zakresu pomiarowego Z.. Wzory na bledy graniczne przyjmuja nastepujacg postac:

a-'x+b-Z
- - - ™= 4
& 100 (4)
Zx
8gr=a+b - o (5)
2) Procent wartosci wskazanej + nLSB
Wzory na btedy graniczne przyjmujg wtedy postac:
Agr == +1n-LSB 6
T (6)
5 = LSB
gr—a+n-7-100 (7)
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NIEPEWNOSCI POMIAROWE

Wyrézniamy 3 rodzaje niepewnos$ci standardowych - niepewno$¢ standardowa typu A (ua),
niepewno$¢ standardowg typu B (up) oraz catkowitg niepewnos¢ standardowg u.

NIEPEWNOSC STANDARDOWA TYPU A (Ua)

Niepewnos¢ standardowa typu A obliczana jest metodami statystycznymi, przyjmujac zatozenie, ze
dokonano wielu pomiaréw przy uzyciu tego samego narzedzia w takich samych warunkach. Z serii
wynikéw x4, x5, ... , xy obliczana jest $rednia, ktéra uznawana jest za najlepsze oszacowanie wielkosci
mierzone;j.

Rl
I

N
X; (8)

=~

L

Miarg rozrzutu wynikow wokét $redniej jest odchylenie standardowe.

N
o 1 _
Ox = m;(xi % Q)

Wielokrotne powtarzanie tego samego pomiaru doprowadzitoby do powstania wielu serii wynikow
pomiarowych, z innymi warto$ciami $rednimi. Oznacza to iz warto$¢ Srednia rowniez posiada
okres$lony rozrzut i moze by¢ opisana statystycznie. Odchylenie standardowe $redniej, okreslajace
zmienno$¢ wartosci Sredniej jest przyjmowane jako niepewno$¢ standardowa typu A (u4):

N
Ox _ 1 _
wO =75 INw-D i§=1<xi — %) (10)

Najczesciej rozktad gestos$ci prawdopodobienstwa btedéw pomiarowych jest rozktadem normalnym
(Gaussa). Pozwala to na nastepujaca interpretacje wynikow

e wprzedzialex + G,zawiera sie 68% wynikéw pomiarowych,

e wprzedzialex + 26,zawiera sie 95% wynikéw pomiarowych,

+
+

e wprzedzialex + 36,zawiera sie 99% wynikéw pomiarowych.

| i i i ——
16 X 16 26 36

[ -
95%
99 7%

RYSUNEK 1 ROZKLAD NORMALNY GESTOSCI
PRAWDOPODOBIENSTWA
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Wstep teoretyczny i nomenklatura

Zgodnie z powyZsza interpretacja odchylenia standardowego, prawdopodobienstwo ze wartos¢
rzeczywista mierzonej wielko$ci miesci sie w przedziale wyznaczonym przez niepewnosc¢ standardowa
uy wynosi 68%. Aby zwiekszy¢ zaufanie do wyniku pomiaru, wprowadza sie niepewno$¢ rozszerzong
U, bedaca iloczynem niepewnosci standardowej i wspotczynnika rozszerzenia k.

UX)=k - u.(X) (1)
W zalezno$ci od ilosci wynikéw pomiaréw:

e N > 30: wspoétczynnik rozszerzania przyjmuje warto$¢ standaryzowanej zmiennej losowej
rozktadu normalnego dla zadanego poziomu ufnosci p (Rysunek 1)

TABELA 1 WYBRANE WSPOLCZYNNIKI ROZSZERZENIA K DLA PRZYKLADOWYCH POZIOMOW UFNOSCI
(ROZKLAD GAUSSA)

p | 068 (1o) 0,9 0,95 (20) 0,99
k 1,00 1,64 1,96 2,57

e N < 30: wspotczynnik rozszerzania przyjmuje warto$¢ standaryzowanej zmiennej losowej
rozktadu t-Studenta, wartoSci odczytywane s3 z tablic standaryzowanych rozktadu dla
wybranego poziomu ufnosci i liczby stopni swobody 1.

W przypadku, gdy niemozliwe jest sklasyfikowanie rozktadu bitedéw jako rozktad Gaussa lub
rozktad t-Studenta, przyjmuje sie, Ze wspotczynnik rozszerzenia k wynosi 2 (p=0,95).

NIEPEWNOSC STANDARDOWA TYPU B (Us)

Niepewno$¢ standardowa typu B jest wynikiem niedoktadno$ci aparatury pomiarowej i jest zalezna
od bezwzglednego bledu granicznego. Stosowana jest w przypadkach, gdy niemozliwa jest analiza serii
pomiardéw.

W skomplikowanych pomiarach niepewnos$¢ typu B pozwala oszacowac¢ rzad wielkosSci niepewnosci.
W przypadku doktadnych informacji dotyczacych oceny niepewnosci, niepewno$¢ standardowa typu B
moze da¢ poré6wnywalng doktadno$¢, co niepewno$¢ standardowa typu A.

W przypadku przyrzadéw mechanicznych, takich jak np. suwmiarka lub $ruba mikrometryczna,
niepewno$¢ standardowa typu B przyjmujemy réwng tzw. dziatce elementarnej, rbwnej najmniejszej
dziatce skali (1 mm dla linijki, 0,05 mm dla suwmiarki, 0,01 mm dla $ruby mikrometrycznej itp.).
Dodatkowo niepewno$¢ moze zosta¢ skorygowana przez osobe dokonujaca pomiaru na podstawie
wilasnych do$wiadczen. Przyktadowo pomiar matego elementu linijka, moze zosta¢ doszacowany do
wartos$ci mniejszych niz 1mm, co zmniejszy warto$¢ niepewnosci standardowej typu B. Pomiary duzych
(kilkumetrowych) elementéw przy pomocy taSmy mierniczej moga by¢ obarczone btedem wiekszym
niz 1mm wynikajgcy z doktadnosci taSmy.



m Obliczanie niepewnosci pomiarowych w pomiarach elektrycznych

CALKOWITA NIEPEWNOSC STANDARDOWA (U¢)

Catkowita niepewno$¢ standardowa jest wielkosciag wypadkowa niepewnosci standardowych typu A
i B. Obliczana jest ze wzoru:

Uc = /uﬁ + u? (12)

W przypadku, gdy warto$¢ niepewnoSci jednego typu jest znaczaco wieksza od wartoSci
niepewnosci innego typu - catkowita niepewnos$¢ standardowa moze zosta¢ przyblizona do wartosci
dominujace;j.

PRAWO PROPAGAC]I NIEPEWNOSCI

Jezeli poszukiwana wartos¢ wyliczana jest na podstawie wartosci innych pomiaréw, pomiar
nazywamy pomiarem posrednim.

Niepewnos$¢ pomiarowa (Y) jest wtedy zalezna od niepewnos$ci wartosci sktadowych (X»):

Y =f(X1,X2 ... Xn) (13)
= 3 [(aF) wona]

n=1

gdzieaanjest pochodng réwnania (19) obliczong wzgledem X,,, u(X,,) jest niepewnoscig standardowa

warto$ci pomiaru X,,.
Niepewnosci (u(X;,)) bezposrednio zmierzonych wynikéw X,,”przenosza sie” na obliczong wartos¢ Y.
Powoduje to, Ze warto$¢ Y obarczona jest skoniczong niepewno$cia, wynikajacg z niepewnosci kazdej jej
sktadowej.

Wyznaczona w ten spos6b warto$¢ niepewnosci nazywana jest niepewnosciq ztoZonq. Wzér moze
zosta¢ wykorzystany, gdy kolejne zmienne losowe s3 ze sobg nieskorelowane, tj. pochodza z pomiaréw
réznymi przyrzadami.

NIEPEWNOSC ROZSZERZONA

Dla znanej wartos$ci niepewnosci standardowej u. - warto$¢ rzeczywista znajduje sie w przedziale od
x —u(x) do x + u(x) z prawdopodobienstwem 68% dla rozkladu Gaussa oraz 58% dla rozktadu
jednostajnego.

Aby zdecydowa(, czy otrzymane wyniki sg zgodne z wynikami innych badan, wprowadzone zostato
pojecie niepewnosci rozszerzonej U. Niepewno$c¢ rozszerzona i oznacza, ze w przedziale od y — U(y) do
vy + U(y) znajduje sie przewazajaca cze$¢ wynikéw pomiaru. Niepewnos$¢ rozszerzona obliczana jest ze
WZoru:

UY)=k - u®) (15)
gdzie k jest bezwymiarowym wspétczynnikiem rozszerzenia i najczesciej przyjmuje warto$¢ réwng 2.

Wartosci k = 2 odpowiada prawdopodobienistwo realizacji zmiennej losowej w przedziale y — U(y) do
v+ U(y) réwne 95 % dla rozktadu Gaussa i 100 % dla rozktadu jednostajnego.
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Poréwnanie wynikéw pomiaréw _

POROWNANIE WYNIKOW POMIAROW

POROWNANIE WYNIKU Z WARTOSCIA TABELARYCZNA

Otrzymujac wyniki pomiarowe z réznych pomiaréw nalezy ocenié, czy s3 one sobie rowne w
granicach niepewnosci pomiaru. Aby obliczy¢ niepewno$¢ rozszerzong nalezy wykorzysta¢ wzor (16).

Uy = x2) = kyf[u(x)]? + [u(x)1?, (16)
gdzie:

e Xxj, X2 — wartosci zmierzone,
e u(x1), u(xz) - niepewnosci standardowe,
o k- wspotczynnik rozszerzenia réwny 2.

Wyniki pomiaru uznajemy za zgodne, jezeli:
lx1 — 25| < U(xy — x3), (17)

Przyktadowo dla pomiaru x; = 5,567 zmierzonego z niepewnoScia u(x1) = 0,023 oraz wartosci
tabelarycznej wynoszacej x = 5,515 otrzymujemy:

|x; —x,| = 15,567 — 5,515| = 0,052
Wz6r (16) moze zosta¢ uproszczony do formy:
U(x1) =k-u(xy) =2-0,023 = 0,046.
Jak widzimy otrzymana warto$¢ pomiaru jest niezgodna z wartoS$cig tabelaryczna.

ZAPIS NIEPEWNOSCI POMIARU

NiepewnosSci pomiarowe nalezy zapisywac¢ z doktadnoscia do dwoéch cyfr znaczacych. Wieksze
wyniki niepewnos$ci nalezy zaokragli¢ zgodnie z regutami zaokrgglania. Warto$¢ mierzong nalezy
zaokragli¢ do takiej ilo$ci miejsc po przecinku, co wartos¢ niepewnosci (zostawiajgc 0 na koncu jako
cyfre znaczacg). Wyniki pomiaréw powinny zosta¢ podane w jednostkach, w ktorych ich wartosci
mieszczg sie w przedziale od 0,1 do 1000.

Przyktadowo dla niepewnosci rozszerzonej stosujemy zapis:
x = (9,560 +0,023) m,
natomiast dla niepewnoS$ci standardowej:

x=9560m; U(x)= 0,023m.
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PRZYKLADY

PRZYKLAD 1

Analogowym woltomierzem o zakresie pomiarowym 100V i wskazniku klasy 1 zmierzono napiecia 10V,
50V i99V. Oblicz btedy graniczne pomiaréw.

Bezwzgledny btad graniczny nie zalezy od warto$ci mierzonej i wynosi dla zakresu pomiarowego 100V:

A U_K-Z_1-100_1V
9= " 100 100

Wzgledne btedy graniczne dla pomiaréw wynosza odpowiednio:

dla 10V:
5. U= AU 100 = ! 100 = 10%
9? Ty 10 e
dla 50V:
1
8 U = =5 100 =2%
dla 99V:

1
8,.U= —-100 = 1,019
gr 99 %

odczyt w pelnym zakresie jest niemal réwny wskaznikowi klasy, jednak w najnizszej cze$ci zakresu
pomiarowego jest 10x wiekszy!
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Przyklady

PRZYKLAD 2

Multimetrem cyfrowym zmierzono napiecie uzywajac zakresu pomiarowego 20V - wyniosto ono
15,321V. Parametry urzadzenia podano w formacie a% odczytu + b% zakresu:

a=0,035,

b=0,005.

a-x+b-Z 0,025-15,321+0,006-40
240U = = = 0,006V
100 100

z
SpU=a+b 7" = 0,035+ 0,005 - = 0,04%

15,321

PRZYKLAD 3

Wykonano taki sam pomiar jak przyktadzie 2 (U=15,321V). Uzyte zostalo inne urzadzenie o
parametrach doktadnosci podanych jako a% odczytu i nLSB.

Rozdzielczo$¢ pomiarowa wyniosta 2ZmV,

a=0,02%,

n=5.

a-x 0,02 - 15,321
AgpU=—— +n'LSB= ——————

100 100 +5-:0,002=0,013V

0,002
15,321

LSB
5grU=a+n-T-100=0,02+5- =0,021%

PRZYKLAD 4

Za pomocg cyfrowego multimetru wykonano 40 pomiaréw napiecia. Zaktadajac, ze niepewno$¢ typu B
jest do pominiecia, okreslono niepewnos$¢ typu A na poziomie ufnosci 0,95 - wyniki pomiarowe maja
rozktad normalny.

Warto$¢ $rednia U = 1,539,

Odchylenie standardowe 6, = 0,281,

Niepewnos¢ standardowa u, = 0,044

Tabela wynikow:

n Ui [V] U= U[V] | (U= 0)*[V?]
1 1,5111 -0,0283 0,0008
2 1,4871 -0,0523 0,0027
40 1,6001 0,0607 0,0037
X 61,5781 0 2,5657

Odchylenie standardowe serii wynosi:



Obliczanie niepewnosci pomiarowych w pomiarach elektrycznych

N
1 —
O, = mZ(UL - U)Z = 0,2811 V

i=1

Odchylenie standardowe $redniej (niepewno$¢ standardowa typu A) wynosi:

X) Ox _ 02811 0,044V
Ur = Uu = — = = ,
cm VN V40

Niepewnos$¢ rozszerzona moze by¢ obliczona z wykorzystaniem wspoétczynnika rozszerzenia z tablic
rozktadu normalnego. Dla p=0,95 wspotczynnik ten wynosi k=1.96:

UWU) =k - uc=196 -0,044 = 0,087V
Wynik pomiaru jest nastepujacy:

Uy =U+U)=1539+0,087Vdlap = 0,95

Oznacza to iz z prawdopodobienstwem 95% rzeczywiste napiecie wynosi pomiedzy 1,452 Va 1,626 V.

PRZYKLAD 5

Woltomierzem o zakresie pomiarowym Z, = 120 V i wskazniku klasy 0,5 jednokrotnie zmierzono
napiecie 111,5 V. Jaki jest wynik pomiaru na poziomie ufnosci p=0,95?

e bezwzgledny btad graniczny pomiaru wynosi:

_K-Zu_ 05 -120

4or¥ =50 10
e niepewno$¢ standardowa wynosi:
AU 0,6
ug(X) = 73 = NG = 0,35V

e wspdiczynnik rozszerzania:
k=+3-p=+3-095=165
e niepewno$¢ rozszerzona:
UWU) =k - ug(U)= 165 -0,35 = 0,58V
e wynik pomiaru:

Uy=U+UU)=1115% 0,58V dlap = 0,95

PRZYKLAD 6

Woltomierzem o zakresie pomiarowym 20V (a=0,035, b=0,005) zmierzono spadek napiecia na
nieznanej rezystancji. Otrzymano wynik rowny 11,231V. W obwodzie zmierzono réwniez natezenie
pradu amperomierzem Kklasy 1 o zakresie pomiarowym 0,5A, mierzac 0,339A. Oblicz warto$¢
rezystancji i niepewno$¢ wyniku dla p=0,95.
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Przyklady

U 11231V

=—=———=233,5250

I 03354
Przyjeto jednostajny rozktad btedéw pomiarowych i obliczono niepewnos$ci pomiarowe (typu B) dla
wskazan przyrzadow:

w AU a-U+b-Z 0,035-11,231 + 0,005 - 20 0 00281
u = = = = =0,
B V3 V3100 V3100

Ayl K-Z,  1-05
V3 V/3:100 +/3-100

Niepewno$¢ ztozona wylicza sie nastepujaco:

ug(D) = =~ 0,00294

2

= () i+ (2 i

[ 0@ 0
1\2 Uy?

- [ s (& i -

= ( 1 )2 000292+(11’231)2 0,00282 =
~.\0,339 ’ 0,3392 ’ B

=,/7,3181-10-5 + 0,0749 = 0,27380Q

Do obliczenia niepewnoSci rozszerzonej na poziomie p=0,95 przyjeto wspotczynnik rozszerzania k=2.
UR)=k -u(R)=2-0,2738 = 0,55Q
Wynik pomiaru jest nastepujacy:

R,=R+U(R) = 33,53+0,5502dlap =0,95



Obliczanie niepewnosci pomiarowych w pomiarach elektrycznych
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